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Instrucciones

Comienza poniendo el nombre y apellidos.

En la pregunta de Verdadero o Falso marca claramente tu
respuesta. En otro caso la pregunta no sera puntuada.
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Excepto en la primera pregunta pon todos los calculos nece-
sarios.

No se puede usar ningun tipo de material de consulta ni
asistentes electronicos.

Escribe con boligrafo azul o negro.

El tiempo total es de 2 horas.
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Nota final

Puntuacidn

Ejercicio 1
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Ejercicio 2
Ejercicio 3

Ejercicio 4

Ejercicio 5
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Ejercicio 1 —10 puntos: 5 puntos cada apartado—

y Indica si las siguientes afirmaciones son Verdaderas o Falsas (no hay que justificar nada).

Pregunta correcta: 0.5 puntos Pregunta incorrecta: -0.25 puntos Pregunta en blanco: 0 puntos

A"/
F La funcion f(x) = 277" es estrictamente creciente.
\4 log(P(n))

Si P y (Q son polinomios no constantes entonces —— % es divergente.
F v sonp 2 log(@(n) &
\4 .
7 Si [log(z)] = 1 entonces 1 < z < 2.
A"/ . 3 .
7 La funcion f(z) = |z°| es derivable en a = 0.
A"/ . n+vVn2+2

lim ———— = 1.
F n—00 n — \/ﬁ
V] 1 1
F 2n 2"

n=2
V . 2 3 2 . 2
F La funcioén f(x) = cos(z|z|®) + 2° es una funcion par.
v Si lim n%a, = 1 entonces Z a, €S convergente
F n—oo n " ’

n

v I 543z 3
A"/
F Si f es una funciéon continua en un punto a entonces |f| también lo es.

y Para demostrar que toda serie numérica absolutamente convergente es convergente aplica-

mos el criterio de comparacion que afirma que si0 < a,, < b, y la serie

g bn, es convergente entonces la serie g an también lo es.
n

n

Veamos entonces que si ), a, es absolutamente convergente entonces ) ., a, €s convergen-
te. Como ), a, es absolutamente convergente entonces, por definicion, la serie

2 lan
n

€s una serie convergente | Usando las desigualdades

OS a/n+ ‘an| S 2|a‘”|

tenemos que la serie

> (an + lan])

n

es también una serie convergente. Finalmente como

Zan = Z (an + |an|> - Z |an|

n n

entonces la serie ), a, es convergente. Como queriamos demostrar.



o
1
Ejercicio 2 Calcula el valor de la suma de la serie numérica Z —_—.
“—~n(n*—1)
Solucion. Se trata de una serie telescopica.

Hacemos la descomposicion en fracciones simples:

w - 1 A +§ C An(n+ 1)+ Bn—1)(n+1)+C(n—1)n

nn?—1) n—-1 n n+l n(n? —1)

De donde: 1 =An(n+ 1)+ B(n—1)(n+1)+ C(n—1)n,
y por lo tanto

n=-1: 1=20=C=1/2
n=0: 1=—B=— B=—1
n=1: 1=24=— A=1/2.

De esta manera

12 -1 1)2
=1 n n4+1
Tenemos entonces:
/2 -1 1/2
ay = —— 4+ —+ -
2 1 2 3
/2 —1 1/2
@ o= gt
12 —1 12
“T g Tty
/2 -1 1/2
%= U TE T
12 -1 1/2
In-2 = n73+nf‘2 n—1
2 -1 12
p—1 = —
n-l n—2 n-—1 n
1/2 -1 1/2
VL T SV

Sumando todas las igualdades tenemos

1 2 2 n n n+1’

/2 -1 1/2 1/2 -1 1/2
a2+a3+a4+---+an:L / +L /

con lo que
lims, = lim(a2+a3+a4—|—...+an)
n n

/2 -1 1/2 1/2 -1 1/2
- Ym (L2 -~ /2 /ey -

m (45 gt n—l—l)
/2 -1 1/2 1
Tt Ty

Asi la serie es convergente y suma 1/4.



22 tan(x) log(z)

VT sen(z) 3%

Ejercicio 3 Calcula la derivada de la funcion f(z) =

Solucion. Aplicamos la derivacion logaritmica.
Tomando logaritmos:

22 tan(z) log(z)

Vo sen(z) 37

= 2log(z) + log(tan(x)) + log(log(x)) — %log(m) —log(sen(z)) — xlog(3)

log(f(z)) = log

= glog(:c) + log(tan(x)) + log(log(x)) — log(sen(x)) — x log(3),

derivando en ambas partes:

f/(l“)_%l ! : L 1! cos(x) —lo
f(z) 2z tan(w) cos?(z) * log(z)z  sen(z) (z) —log(3).
Despejando:
) — 22 tan(x) log(z) 3 1 1 cos(z) o
10 = a5 (o o) * riogte) ~ see) ).

OTRA FORMA. Derivar como si no hubiera vida

_—~ e
L] @

S

...pero no estaba pensado para hacerlo asi.



Ejercicio 4 —10 puntos: 5 puntos cada apartado—

5"n™

onpl’

\9 Estudia el caracter de la serie Z
n

Solucidn. Aplicamos el criterio del cociente de D’Alembert:

an+1
Aan,

a = lim
n

A S D A R
= lim = — lim (
n 5npn 2ntl (n 4 1)! 2 n

Resolvemos la indeterminacion aplicando la Formula de Euler

Como « > 1 entonces la serie diverge.

—1)"
Q Estudia el caracter de la serie Z Q
— 2" log(n)
Solucion. Se trata de una serie alternada. Aplicamos el criterio de Leibniz.
Como las sucesiones (2"),, y (logn), son crecientes entonces:

1

bp=———
2" log(n)

es una sucesion decreciente. Y como

llrl;ﬂbn == hyrln Wg(n) == 0,

entonces la serie converge por el criterio de Leibniz.

OTRA FORMA: Estudiamos si la serie es absolutamente convergente. Como

(=n"

> Yo
— |27 log(n) — 2" log(n)
el criterio del cociente de D’Alembert:
n
o = lim | 2| — Lg(n)zllfmﬂzl.
no| ap n 2ntllog(n+1) 2 n log(n+1) 2

Como o < 1 la serie ), |a,| es convergente. Esto significa que la serie original es
absolutamente convergente y por lo tanto convergente.



Ejercicio 5 —10 puntos: 8 puntos el primer apartado y 2 el segundo—

\1) Calcula la ecuacion de la recta tangente a f(x) = x|z| + cos(z) en el origen.

Solucidn. La ecuacion de la recta tangente a f en el origen sera:
y— f(0) = f'(0)(z — 0) estoesy — 1 = f'(0)x.

Calculamos entonces f'(0). Como la funcién y = |z| no es derivable en el origen no
podemos usar la reglas de derivacion por lo que aplicamos la definicion:

— f(0 -1
(o) = i[OO _ g ol st =1

Este ultimo limite es una indeterminacion del tipo 0/0 en el que no podemos usar la
regla de I’'Hopital porque no podemos derivar el numerador (debido al moédulo). Para
quitar el valor absoluto hacemos los limites laterales:

x|z| + cos(x) — 1 22 + cos(z) — 1 2z — sen(x)

lim = lim = lim —— =0,
z—0+ T z—0+ x z—07T 1
-1 2 -1 —9p — 3
lm x|z| + cos(x) ~ o % + cos(x) ~ lim x — sen(x) _o
z—0~ x z—0~ x z—0~

Como los limites laterales coinciden el limite existe y vale 0. Asi f'(0) = 0 y por lo tanto
la ecuacion de la recta tangente es:
y=1.

\2) Una escalera de 10 metros de altura esta apoyada en una pared vertical al suelo. Si el
extremo inferior se resbala y se aleja de la pared a una velocidad constante de 1 m/s.

(a) Da una formulacion matematica que relacione el desplazamiento horizontal, x = z(t),
con el desplazamiento vertical, y = y(t). ¢Cual sera el desplazamiento vertical en el instante
to en el que el extremo inferior de la escalera se haya desplazado 6 m?

(b) ¢A qué velocidad se deslizara el extremo superior cuando el extremo inferior de la esca-
lera esté a 6 m de la pared?
Solucion. (a) Aplicando el Teorema de Pitagoras

z(t)? + y(t)* = 10% = 100.
En el instante ty en el que el extremo inferior esta a 6 m de la pared
z(tg) =6, conlo que, y(ty) = /100 — 36 = V64 = 8.
(b) Para calcular las velocidades derivamos respecto de t:
2x(t)2’ (t) + 2y(t)y' (t) =0, esdecir, x(t)z'(t)+y(t)y'(t) =0.
Y como 2/(tp) = 1 entonces
x(to)z' (to) + y(to)y'(to) =0, con lo que, 6+ 8y'(to) = 0.

Asi:



