ESCUELA TECNICA Primer Parcial de Matematicas 11

SUPERIOR INGENIEROS

INDUSTRIALES VALENCIA Grado Ingenieria Biomédica
ETSII de Valéncia. Abril de 2024

UNIVERSITAT
POLITECNICA
DE VALENCIA

Apellidos Nombre

Instrucciones

\9 Comienza poniendo el nombre y apellidos.

\9 En la pregunta de Verdadero o Falso marca claramente tu
respuesta. En otro caso la pregunta no sera puntuada.

Q Excepto en la primera pregunta pon todos los calculos nece-
sarios.

é) No se puede usar ningun tipo de material de consulta ni
asistentes electronicos.

\5) Escribe con boligrafo azul o negro.

@) El tiempo total es de 2 horas.

Nota final

Puntuacidn

Ejercicio 1

Ejercicio 2

Ejercicio 3

Ejercicio 4

Ejercicio 5
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Ejercicio 1 —10 puntos: 5 puntos cada apartado—

y Indica si las siguientes afirmaciones son Verdaderas o Falsas (no hay que justificar nada).

Pregunta correcta: 0.5 puntos Pregunta incorrecta: -0.25 puntos Pregunta en blanco: 0 puntos
Vv
F Si 1< +/log(—z) < 2 entonces —¢ < z < —¢.
\4 . 5 . ; .
F La funcién f(z) = z° + 1 tiene un punto de inflexiéon en a = 0.
v La serie Z as absolutamente convergente
F \/ (n—1) '
Vv
1 La funcion f(z) = |2* — 1| es derivable en a = 1.
\4 .
7 Si f(x) =TU(x + 3) + 3U(z — 2) entonces f(0) = 10.
V]| «— 1 1
F Z gn—2 5
n=2
V . = 3 3 . = .
F La funcion f(z) = atan(|z|’) + 2 es una funcion impar.
\4 . . ] .
F La ecuacion log(x) — atan(z) = 0 tiene al menos una raiz en el intervalo [1, ¢].
v 5nHl 43"
F hrILn on _En = —5.
Vv
g Larecta tangente ay = (2] +U(x—3)+zena=3/2esy=uxz+1.

2) Demuestra que si una funcion tiene derivada negativa en un entorno de un punto entonces
la funcion es decreciente en dicho entorno.

Demostracion. Como queremos ver que la funcioén es decreciente, si tomamos =, y x2 en el
entorno del punto verificando que z; < x2 entonces tenemos que demostrar que f(z2) — f(z1)

tiene signo | negativo|.

Para ello, aplicamos el \ Teorema del valor medio \ en el intervalo cerrado | [x1,xz] | que nos

proporciona un punto c (en el intervalo abierto) de forma que se cumple la igualdad:

Como por hipotesis la derivada es negativa entonces

|£(x2) — f(x1) = f'(c) (x2 — x1) |

f'(c)(x2 —x1) 6 f'(c) ‘ tiene signo nega-

tivo y por lo tanto f es decreciente, como queriamos demostrar.



Ejercicio 2 —10 puntos: 5 puntos cada apartado—
> 1

\D Calcula el valor de la suma de la serie numérica Z —_—
o (n—1)(n+1)

Solucion. Se trata de una serie telescopica. La descomposicion en fracciones simples
sera:
1 A B An+1)+B(n—1)
n—Dn+1) n—1  ntl n—Dn+1) (n+1)+B(n—1)
n=1:24=1
n=-1:-2B=1

1/2 —-1/2
Con lo que a, = 11 + n—i—/l y por lo tanto:

1/2  —1/2
a3 =5~ + 1 Sumando todas estas igualdades tene-

/2 —1/2 mos:
R 212, 12—y

o 1/2 1/2  —-1/2  —1/2

1/2 - -, =
a5:i+ n 2+3+ n +n+1’
g — 1z —1/2 y tomando limites

5 7
—-1/2 1/2  1/2 1 1 5
— _ 1/ = — _— = - - = —
“ T8 Wen =yt PO U= s T
: lo que significa que la serie es conver-
1/2 -1/2 gente y suma:
R + n
5
12 —1/2 o
"Tn—1 n+1

Q Demuestra que si lim,(—1)"(y/n — 1)"a, = 7 entonces Zan es una serie absolutamente

n
convergente.

Solucién. Como lim,(—1)"(yv/n — 1)"a,, = 7 tomando médulos

lm(=1)"(vn = 1)"an| = 7| = lim ‘(_1)71(\/5_ 1)"an| = 7= lim(v/n — 1) an| = 5.

Pero este ultimo limite lo podemos escribir

|as|
lim =7+#0,
/(- 1)
1
lo que significa que, aplicando el Criterio de comparacion, Z \an\ ~ Z W

Y para la segunda serie podemos aplicar el criterio de Cauchy:

/ 1 1
= 1/ e = 1/ = ]_
Q 1nm (Jn 1)n 1nm Jio1 0<1,

y afirmar que la series es convergente y por lo tanto Z ‘an‘ es también lo es; lo que

n

significa que Z a, €s absolutamente convergente.

n



Ejercicio 3 —10 puntos: 5 puntos cada apartado—

1 1 2 1 3
\1) Calcula, donde sea posible, el valor de la suma de la serie (2 + x) — (2 + x) + (2 + a:) —...
— X — X — X
Indica también el intervalo de convergencia.

. . - 1 .
Solucioén. Se trata de una serie geométrica de razon r = —;J que sera convergente si,
— T
y solo si,
1+
m:] ‘<1:>]1+x]<|2—x].
2—x
Pero como

y=[1+2|

la funcion azul estara por debajo de la roja antes del punto de corte que es:

1
1+x:2—:c<:>x:§,

. . . 1 .
con lo que el intervalo de convergencia sera } — 00,5 [ en este caso la suma sera:

1+«
<1+x>_<1+x>2+<1+x>3_m__§:(_1+x>n__ 22—z _ Itz
2—x 2—x 2—x 2—x I+z 3
n=1 1+2
—

\2) Utiliza la derivada de la funcién f(z) = cotan(z) = <& y Ia identidad sen?(z) + cos?(z) = 1

sen(z)
para demostrar, mediante la regla de la cadena, que la derivada de la funcion inversa de f,
g(z) = arccotan(z), es —1/(1 + 22).

Solucion. En primer lugar calculamos la derivada de la funcion f(x):

cos(a?))’ _ = sen®(z) — cos®(x) = —1 — cotan?().

f(w) = <sen(w) sen?(x)
Pasamos ahora a calcular ¢'(x). Como g(x) = arccotan(z) despejando tenemos:
cotan(g(x)) = z.
Derivando respecto de x y aplicando la regla de la cadena:
(-1- cotanQ(g(x))g/(:E) =1.

Y despejando:

(@) = 1 -1
JW = cotan?(g(z)) 1+ 2



Ejercicio 4 —10 puntos: 5 puntos cada apartado—

\1) Un cohete de masa m; lleva una carga de combustible de masa my, que se quemara de
forma constante a razon de b kg/s. La distancia s (t) (en metros) que recorre el cohete en un
tiempo t viene dada por

s(t) =ct+ ° (m1 4+ mg — bt)log(

mq + my — bt
b

mi + ms

donde ¢ > 0 es una constante. Calcula la velocidad instantanea cuando al cohete le quede
una cuarta parte del combustible.

Solucion. Se trata de calcular la derivada de la funcion s(t) en el instante t en el que
quede la mitad del combustible. Por una parte:

, c m1 + meo — bt 1 -b
t)y = f{—bl _— — bt
s(t) C+b( )og< my + msa >+(m1+m2 )m1+m2—btm1+m2
mi + ms
<m1+m2—bt>
= —clog{ ———— .
mi + mso

Y como el combustible se quema a una razoén constante de b kg/s, en un instante t
quedaran my — bt kg. De esta manera quedara una cuarta parte del combustible cuando:

_m2 _Sma
mo — bt = 1 —t= 0

Luego la velocidad instantanea sera
S,(3m2) — —¢lo m1+m2/4 — clo 4dmq + moy
4b - & mi + meo - & 4mq + 4moy .

2) Descompoén un numero L como suma de dos numeros positivos de forma que la arcotangente
del cociente de las exponenciales de los dos sumandos sea minima.

L
Solucion. Se trata de escribir L = xz + y de ma-
nera que
eCE

fa,y) = atan(5;),
sea minimo. 0
Como L = x +y implica que y = L — x se trata
entonces de minimizar la funcion

em

f(x) = atan(m). —L/

Pero como la funcion arcotangente es creciente minimizar f(z) es lo mismo que minimi-

zar

g(x) = P,

Y como g(z) = e*/e~* = ¢?*~I' de nuevo como la funcién exponencial es una funciéon
creciente minimizar la funcion g(x) es lo mismo que minimizar la funcion:

h(z) =2z — L,

que es una recta cuyo minimo esta en el punto x = 0 (y por tanto y = L).



Ejercicio 5 —10 puntos: 3 puntos los dos primeros apartados y 4 puntos el tercero—
Estudia el caracter de las siguientes series numeéricas:

1.4.9.
\l) %*% 9 Z “atan( ) 9 Z1 35 4n—3)

Solucion.

Q Se trata de la serie armonica que es divergente puesto que:
1 1
DI R DS DL

@ Se trata de una serie alternada a la que le podemos aplicar el criterio de Lieibniz.
Por una parte

1
lim atan(—) = atan(0) = 0.
n n

Y como la sucesion (1/n),, es decreciente y la funcion atan es creciente entonces la
sucesion (atan%)n es también decreciente y por lo tanto la serie converge.

@ Aplicamos el criterio de D’Alembert:

1:4-9---(n+1)? ,
| Gnt1 ) 1.4.9...n2 ) (n+1) 1
T e | TR T35 A+ 1) —3)| m (dn+1l)(@dn—1) 16
1-3-5---(4n —3)
con lo que la serie converge.
B ) 1-4.9...n2 L
Nota. Con la correccion del examen y la serie Z se haria similar:
1-5-9---(4n — 3)

n
aplicamos de nuevo el criterio de D’Alembert:

1-4-9---(n+1)2
_ ¥ 1.4.9-..n?2 e (1?2
oz—hvrln w —thn 159 (An+1)—3) 1171Ln It = 400 > 1,

con lo que la serie en este caso seria divergente.



