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Instrucciones

\9 Comienza poniendo el nombre y apellidos.

@ En la pregunta de Verdadero o Falso marca claramente tu respuesta.
En otro caso la pregunta no sera puntuada.

@) Excepto en la primera pregunta pon todos los calculos necesarios.

\9 No se puede usar ningan tipo de material de consulta ni asistentes
electronicos.

\5) Escribe con boligrafo azul o negro.

@ El tiempo total es de 2 horas.

Nota final

Puntuacidn

Ejercicio 1

Ejercicio 2

Ejercicio 3

Ejercicio 4

Ejercicio 5
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Ejercicio 1 —10 puntos: 5 puntos cada apartado—

\1) Indica si las siguientes afirmaciones son Verdaderas o Falsas (no hay que justificar nada).

Pregunta correcta: 0.5 puntos Pregunta incorrecta: -0.25 puntos Pregunta en blanco: 0 puntos
v
F Si f(x) =7U(x + 3) — 3U(xz — 2) entonces f(3) = 4.
v .
g Sil<uw<2entonces [log(x)] = 0.
v . 1 ;
La sucesion (—;) es decreciente.
F en!/n
A\ . 2 .
g | Lafuncion f(z) = |2? — 1| es derivable en a = —1.
;" Si 1< y/atan(—z) < \/Z entonces r < —g.
V]| «— 1 1
F| Lo~ g
n=1
v g 5 o
F La funcién f(x) = atan(x®) + sen(x) + z|z| es una funcién impar.
v . : ) . 3
F La ecuacion log(z) — atan(z) = 0 tiene al menos una raiz en el intervalo [1, e?].
Vv ., ptlyn
F 11511 = —o.
v
F La recta tangente ay = [z +U(z —3)+z ena=3/2esy =z — 1.

2) Demuestra que si una funcién tiene derivada negativa en un entorno de un punto entonces la funcién

es decreciente en dicho entorno.

Demostracion. Como queremos ver que la funcién es decreciente, si tomamos x1 y x2 en el entorno
del punto verificando que z; < xo entonces tenemos que demostrar que f(x2) — f(x1) tiene signo

negativo |.

Para ello, aplicamos el \ Teorema del valor medio | en el

intervalo cerrado que nos proporciona un punto ¢, en el intervalo abierto, de manera que se

verifica la igualdad:

Como por hipétesis la derivada es negativa entonces ‘ f'(e)(z2 —z1) 0 f'(c) ‘ tiene signo negativo y por

|£(@2) = f(21) = £() (@2 — 1) |

lo tanto f es decreciente, como queriamos demostrar.



Ejercicio 2 —10 puntos: 5 puntos cada apartado—

1
n(n+2)

\9 Calcula el valor de la suma de la serie numérica Z
n=1

Solucion. Se trata de una serie telescopica. La descomposicion en fracciones simples sera:

1 A B A(n+2)+Bb
- = = = 1=A 2)+ B
n(n+2) n+n+2 n(n + 2) (n+2)+ Bn

{n:O:QAzl

n=-2:-2B=1

1/2  —1/2
Con lo que a, = % + - —i-/2 y por lo tanto:
1/2  —1/2
e
/2 —1/2 Sumando todas estas igualdades tenemos:
ag = —— +
2 1) PN TE RV e Ve e v
a3 = —o~ B S| 2 n+l n+2
ay = 171—) + %/2 y tomando limites
12 —1)2 ) /2  1/2 1 1 3
a5 = 5 + 7 hgnsn—T‘FT—FO-FO—i—FZ—Z,
: lo que significa que la serie es convergente
/2  —1/2 y suma:
Ap—1 = 3
n—1 n+1 1
/2 —1/2
n=—"-
n n+2

3"n!
Q Demuestra que si H’Iln(_l)nW;Man =7 entonces zn: a, es absolutamente convergente.
‘s , " 3"n! i
Solucion. Como lim(—-1)"——————a,, = 7 tomando moédulos
n n™ log(3n + 2)
3"n! 3"n!
Im(—1)"————a, | =7T=lim ———|a,| =17.
l’I’ILn( ) n™log(3n + 2)a W log(3n + 2) jan]

Pero este ultimo limite lo podemos escribir

e —
/n” log(3n + 2)

n" log(3n + 2)
3n! ’

Y para la segunda serie podemos aplicar el Criterio de D’Alembert del cociente:

lo que significa que, aplicando el criterio de comparacién, Z |an| ~ Z

o0 = lim (n+1)"* log(3n +5) 3" n! h’m(n +1 7 lim log(3n + 5) h’ml
o nt  log(3n+2)3"*t (n4+1)!  n " n n log(3n+2) n 3

1
, —Dn 1 e
= lime n n -1-f=§<1,

y afirmar que la series es convergente y por lo tanto Z |an| es también lo es; lo que significa

n

que Z a, es absolutamente convergente.

n



Ejercicio 3 —10 puntos: 5 puntos cada apartado—

. L (24 24 x\2 24 x\3
\l) Calcula, donde sea posible, el valor de la suma de la serie (3 — x) — (3 — z) + (3 — w) — ...
Indica también el intervalo de convergencia.

‘s . . . 2+ . . ) ,
Solucion. Se trata de una serie geométrica de razon r = 3, que sera convergente si, y solo si,

24x
3—x

il =|

’<1:>\2+ac|<|3—x|.

Pero como

y y=I[2+z|

Nl=

la funcién azul estara por debajo de la roja antes del punto de corte que es:

1
2+x:3—w<:>x:§7

. ; . 1 .
con lo que el intervalo de convergencia sera } — 00,5 [ en este caso la suma sera:

24z
242 2+ 22 24+ x\3 > 24\ T3 242
(B2 () () o B - 2
2—x 3—x 3—=x 3—x 2+ 5

n=1 1—0—37

—x

@ Demuestra que el polinomio p(z) = x® — 3x + 3 tiene una unica raiz real.

Solucién. Derivamos p/(z) =32? =3 =3(x — 1)(x + 1) y calculamos los puntos criticos:
P()=0<=z=—-1l,z=1

Estos puntos dividen al intervalo en tres subintervalos: | — oo, —1[, ]—1,1] y ]l,00[. En cada
subintervalo el polinomio puede tener como maximo una raiz (por el Teorema de Rolle). Miramos los
signos de p en los extremos:

e Como p(—0) <0 p(—1)=-14+3+4+3=5>0 por el Teorema de Bolzano en | — oo, —1[ hay una raiz.

e Como p(—-1) = -143+3=5>0 p(l)=1-34+3=1>0en]|—1,1[ no puede haber ninguna
raiz—porque si empieza en altura 5, acaba el altura 1 si hubiera una raiz deberia entonces haber un
minimo en | — 1, 1] y eso no puede ser—.

e Comop(—1)=-14+34+3=5>0 p(+o00) >0 en|l,+o0[, como en el caso anterior, tampoco puede
haber ninguna raiz.

En definitiva el polinomio tiene una unica raiz (que ademas esta en | — oo, —1]).



Ejercicio4—1o puntos: l.a) 2 puntos, 1l.b) 3 puntos, 2. 5 puntos—

En un modelo geométrico simplificado de adquisiciéon por ultrasonidos, dos transductores estan
situados en los puntos (0,5) y (8,1). Ambos emiten haces que convergen en un punto P = (x,0), con
0 < x < 8. Sea 0 el angulo formado por ambos haces en P, y 0,05 los angulos que cada haz forma con
la horizontal.

% a) Calcula el valor de tan(f,) y de tan(6-2) en funcién de z.
b) Utiliza que 01 + 03 + 0 = 7 y la formula

_ tan(f;) + tan(6)
(8,1) tan(6y +02) = 1 — tan(fy) tan(6,)’

91 / \92 para calcular el tinico punto critico de 0(z).
vy d , 40— 4z 42° — 80z +300 _ 4(x — 5)(z — 15)

Ayuda. — = = .
yuca dw(m2—8x+5) (22 — 8z + 5)2 (22 — 8z + 5)?

0 (x,0) 8

Solucion. a) Por trigonometria en los triangulos rectangulos:

tan(B) = 2, tan(0s) = —

x 8§ —ux

b) Como 6, + 65 + 0 = 7, tenemos 6 = ® — (01 + 02). Usando la formula:

5) n 1
_r 8—gz _  A40—dx
tan(91—|—92)— _é 1 = —;p2+8z75_
r8—x
Y de nuevo usando la formula tan(m — o) = — tan(«) con lo que
40 — 4x 40 — 4z

tan(f) = — = )
an(0) —224+8x—-5 22-8x+5

Usando la ayuda
_ 4(x —5)(x —15)

f(x) = m»

con lo que los puntos criticos son z =5 o x = 15 pero como 0 < x < 8 el inico punto critico sera

T =5.
x cos(x) — sen(x) 20
\9 Calcula la ecuacién de la recta tangente en el origen de f(z) = x2 !
0, z=0
Solucion.

La ecuacion de la recta tangente en el origen (x = 0) es y — f(0) = f/(0)(z — 0). Como por la
propia definicion de la funcion f(0) = 0, usando la definicién de derivada y la regla de L’'Hopital

tenemos:

x cos(z) — sen(x)

f1(0) = 1@)@ = lim 2 - lim xCOS(x); sen(z)
r € z—0 T z—0 x
_ gy —osen(@) 1 osen(z) 1
x—0 322 3250 x 3

1
Con lo que la ecuacion de la recta tangente es y = —3%



Ejercicio5—1o puntos: 3 puntos los dos primeros apartados y 4 puntos el tercero—
Estudia el caracter de las siguientes series numeéricas:

1 1
D Z 2) Z 1)"log(1+ ). 3 ;(n!+1)2;

Solucion.

n2+1 (n+1)

\9 Por el criterio de comparacion

> 1

n=2

y como esta segunda serie es una serie armonica generalizada con p = 3/2 > 1 converge,
con lo que la serie original también.

Q Se trata de una serie alternada a la que le podemos aplicar el criterio de Leibniz. Por una
parte
1
limlog(1l + —) =log(1) = 0.
n n
Y como la sucesion (1/n), es decreciente entonces (1+ 1/n),, también. Pero como la funcion

log es creciente entonces la sucesion (log(1 + %))n es también decreciente.

En definitiva la serie converge.

@ Aplicamos el criterio de la raiz de Cauchy. Como

1 1
—lfm § - —0<1
o= s T e 0 b

la serie también converge.



